Az univerzalis graf
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1. Bevezetd

A véletlen grafok elméleti és gyakorlati jelentGsége egyarant szamotteva.
Az ismeretségi halozatok, az internetes weboldalak kapcsolatrendszere mind
tekinthet&k részben véletlenszertien kialakulo grafoknak. Foglalkozzunk csak
azzal az esettel, amikor teljesen véletlenszertien kotjiik Ossze a graf cstcsait.
Legyen adott a véges X halmaz, elemei x1,xs,...,2,. Ha barmely két csu-
csot egymastol fiiggetleniil % valoszintiséggel kotjiik 6ssze, akkor egy véletlen
grafot kapunk. Példaul minden dontésnél feldobunk egy szabalyos érmét: ha
fej, Osszekotjiik a cstcsokat, ha iras, akkor nem. Szadmtalan kérdés meriil
fel a konstrukcié kapcsan. Példaul mekkora valoszintiséggel Osszefiiggs egy
véletlen graf? Varhatoan hany szomszédja van egy csiicsnak? Mekkora valo-
szintiséggel kapunk meg egy el6re rogzitett n-csicsu grafot? Utobbi kérdést
tekintve annyi vilagos, hogy mindegyik graf pozitiv valoszintiséggel adodik.

A konstrukcié a kovetkezd természetes modon altalanosithato végtelen
alaphalmazra. Adott egy végtelen X halmaz, elemeit az z1, xo, ... szimbolu-
mokkal jeloljiik. Ez a halmaz egy graf csicshalmaza lesz. Minden z; # z;
parhoz tartozik egy szabalyos pénzérme. Ezeket a pénzérméket egyszerre
feldobjuk tgy, hogy egyik dobas eredménye sem befolyasolja a mésikat. Ha
az (x;,x;) parhoz tartozo érme dobasanak eredménye fej, akkor éllel kotjiik
ossze az x;,r; elemeket, ha pedig irds, akkor nem kotjiik Gket ossze. Ezzel
megkapunk egy X grafot. A fenti kérdések ebben az esetben is értelmesek.

A végtelen véletlen grafokat sokan vizsgaltak, néhany alapveté kérdést
tisztaztak is veliikk kapcsolatban. Az attorést Erdés Pal és Rényi Alfréd
eredménye hozta a témaban. Belattak, hogy a fenti konstrukcio 1 valoszi-
niiséggel egyetlen konkrét grafot, az univerzalis grafot eredményezi. Ezt a
grafot a szakirodalomban R-rel jelolik, és szdmtalan néven hivatkoznak ra.
Ez nem meglepd: ha egy struktira valamilyen szempontb6l ennyire egyedi tu-
lajdonsaggal bir, akkor az gyakran a matematika latszolag tavoli teriiletein



felbukkan. A grafot modellelméleti kutatasok soran elGszor Richard Rado
fedezte fel, ezért hivjak Rado-grafnak. A valosziniiségelméleti konstrukcio
miatt random graf vagy véletlen graf a neve, de szokas Erdds-Rényi-grafként
is hivatkozni ra.

A tovabbiakban az univerzalis graf legfontosabb tulajdonségairél lesz sz6.
Mindenekel6tt egy vildgos kombinatorikai leirdst adunk rola. Ennek segitsé-
gével megkonstrualjuk a grafot.

Mindvégig arra torekedtiink, hogy a targyalas a lehetG legkevesebb hat-
tértudassal is érthetd legyen. Ennek ellenére néhany alapvets grafelméleti is-
meret sziikséges, példaul hogy mi az a grdf, mikor izomorf egyméssal két graf,
illetve hogy mit értiink feszitett részgrdf alatt. Az univerzélis grafra adott
egyik konstrukcionk felhasznal néhany szamelméleti tételt, ezekre pontos hi-
vatkozasokat adunk meg. A kozérthetségre valo igyekezetiink sziikségszert
kovetkezménye, hogy az Erdds-Rényi-tétel preciz bizonyitasat nem mutat-
hatjuk be. Hipotetikusan, gondos valészintségelméleti megalapozas nélkiil
(mely messze meghaladna ezen iras terjedelmét) érveliink, ugyanakkor azt
reméljiik, az alapgondolatot igy is sikeriil hidnytalanul kézvetiteniink.

2. Definici6 és néhany egyszerii kovetkezmény

Mostantol végtelen alatt mindig megszamlalhato végtelent értiink, és nem
foglalkozunk a megszamlalhato végtelennél nagyobb csiicsszamu grafokkal.

1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az R grdf univerzdlis, ha R csicshalmaza
nemiires, €s tetszbleges U, V wvéges csticshalmazaira, melyekre U NV = (),
létezik olyan x € R, melyre x minden U-beli csiucsnak szomszédja, €s min-
den V-beli csicsnak nem-szomszédja (a szomszédsdg és a nem-szomszédsdg
csak kolinbozd csucsokra vannak értelmezve: egy csiucs sajat magdnak sem
szomszédja, sem nem-szomszédja).

A definicionak van néhany egyszeri kovetkezménye, ezeket feladatok for-
méjaban kozoljik.

1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik véges univerzdlis grdf.
Ennél tébb is igaz. Nevezetesen:

2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy univerzdlis grdafban minden csics foka
végtelen.



A kovetkez§ allitds mar ravilagit az univerzalis graf egy érdekességére.

1. Allitas. Legyen R egy univerzdlis graf. Tegyik fel, hogy a csiucshalmazt
felbontjuk R = A1 U ... U A, pdronként diszjunkt részekre. Ekkor van olyan
1 <i < n, melyre A; univerzdlis.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy Ay, As, ..., A, egyike sem univerzalis. Ezt A;-
ben tanusitja az Uy, V] par, As-ben az Uy, V, par, stb. Legyen U = | Uj,
i=1

n

V = J V;. Mivel R univerzdlis, igy az U,V parhoz létezik olyan x cstcs R-
ben, fcmlli 0ssze van kotve mnden U-beli elemmel és nincs 6sszekotve egyetlen
V-beli csticesal sem. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy
x € A;. Ekkor zx kielégiti az Uy, V) parra el6irt Osszekotottségi feltételeket,
ami ellentmond Uy, V) valasztasanak. [

Egy univerzalis grafba minden véges, s6t, minden végtelen graf is be-
agyazhato, ezt fogalmazza meg a kovetkezs allitas.

1. Tétel. Legyen R univerzdlis, G pedig tetszdleges véges grdaf. Fkkor R-nek
van olyan feszitett részgrdfja, mely G-vel izomorf. Tegqyiik fel, hogy H végtelen
grdaf. Ekkor R-nek van olyan feszitett részgrdfja, mely H-val izomorf.

Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk G csiicsszama szerint. Legyen
ez a csiucsszam n. Az allitas n = 0, 1-re nyilvanvalo. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz minden legfeljebb (n — 1)-csicsu grafra, ahol n > 2. Legyen G
tetszGleges n-csucsu graf, a cstucsai pedig legyenek vy, ..., v,. Jelolje H C G
a vp,...,v, 1 csucsok altal feszitett részgrafot. Az indukcios feltevés szerint
vannak R-nek olyan rq,...,7,_1 csucsai, melyek altal feszitett részgraf H-val
izomorf. A csicsok esetleges dtszamozasaval feltehetjiik, hogy ez az izomor-
fizmus éppen r; = ¢(v1),...,7-1 = ©(v,—1). Legyen v, G-beli szomszéda-
inak halmaza U, nem-szomszédainak halmaza pedig V. Ekkor U,V C H,
valamint U NV = (. Tehat p(U) és o(V) véges, diszjunkt részhalmazai
R-nek. Ekkor R univerzalitisa miatt van olyan 7, cstcs R-ben, mely a
©(U)-belieknek szomszédja, a ¢(V')-belieknek nem-szomszédja. Ekkor G izo-
morf az rq,...,r, csucsok altal feszitett részgraffal. Ezzel a véges grafokra
vonatkoz6 allitast belattuk.

Legyen most H végtelen graf, vy, vs, ... cstcsokkal. A véges grafokra al-
kalmazott indukciot rekurzids eljarassa alakitva kapjuk a bizonyitast. A vy
pont képe legyen tetsz6leges 1. Ezutan ha a vy, ..., v,_1 csucsok képe rendre



r1=@(1),...,7h_1 = ©(vn_1), akkor legyen U C {vy,...,v,_1} a v, szom-
szédainak halmaza, V' C {vy,...,v,_1} pedig a v, nem-szomszédainak hal-
maza. Ekkor o(U) és o(V') véges, diszjunkt részei R csticshalmazénak. Te-
hat R univerzalitdsa miatt van olyan r, csics R-ben, mely a ¢(U)-belieknek
szomszédja, a p(V)-belieknek nem-szomszédja. Legyen ¢(v,) = r,. Vilagos,
hogy a végtelen rekurzi6 olyan ¢(H) C R-t ad, ami izomorf H-val. J

3. Az univerzilis graf egyértelmiisége

A kovetkezG tétel azt mondja ki, hogy izomorfizmus erejéig legfeljebb
egyetlen univerzalis graf lehet.

2. Tétel. Teqgyiik fel, hogy R és R’ univerzdlis grdfok. Ekkor R és R izo-
morfak eqgymdssal.

Bizonyitds. A bizonyitas az 1. Tétel mintdjara torténik. Legyenek R cstcsai
r1,T2, ..., R csucsai ], 75, .. .. Célunk ismét az, hogy rekurzivan megadjunk
egy ¢ : R — R izomorfizmust. Ha azonban pontosan ugyanugy jarnank
el, mint az 1. Tétel bizonyitasdban, akkor R-et csak R’ egy feszitett rész-
grafjaval tennénk izomorffa, nem magaval R'-vel. Ezt a probléméat orvosolja
a kovetkezd technika. Az izomorfizmust ,oda-vissza” épitjiik fel. Vagyis a
(2n — 1)-edik lépésben R soron kovetkez$ csticsanak keresiink képet, mig
a 2n-edik lépésben R’ soron kovetkezs cstucsanak keresiink Gsképet. Ezzel
garantaljuk, hogy a konstrualt leképezés bijektiv.

Legyen tehat ¢(ry) = r]. Most vegyiik 7)-t, és keressiink egy sq csticsot R-
ben ami ugyanugy kapcsolodik ri-hez, mint r az rj-hoz. Legyen ¢(sq2) = 7%.
Vegyiik most R legkisebb indext csticsat, aminek még nem talaltunk képet.
Ha pl. 7y = sy, akkor ez az r3 cstics (minden mas esetben az ry a soron
kovetkezd csucs.)

Altalaban, tegyiik fel, hogy méar 2n—2 darab R-beli csiicsnak megtalaltuk
a p-képét, legyen ezek halmaza S, p(S) = S’. Vegyiik R\ S-ben a legkisebb
indexd csucsot, jeloljik ezt so,_1-gyel. Legyen U C S az sg, 1 szomszé-
dainak, V' C S pedig s9,_1 nem-szomszédainak halmaza. Ekkor o(U) és
©(V) diszjunkt, véges részei R'-nek, igy R’ univerzalitdsa miatt van olyan
Sh,_1 € R'\ S, ami a ¢(U)-belieknek szomszédja, a ¢(V')-belieknek nem-
szomszédja. Legyen ¢(s9,_1) = s5, ;. Hasonloan jarunk el, ha mar 2n — 1
darab R-beli cstcsnak megtalaltuk a p-képét. Akkor R\ S’-ben vegyiik a



legkisebb indext cstucsot, jeldljiik ezt sh,-vel. Legyen U C S az s, szom-
szédainak, V' C S’ pedig sh, nem-szomszédainak halmaza. Ekkor ¢~1(U) és
o (V) diszjunkt, véges részei R-nek, igy R univerzalitdsa miatt van olyan
Son € R\ S, ami a o~ }(U)-belieknek szomszédja, a ¢~ (V)-belicknek nem-
szomszédja. Legyen o(sa,) = sh,. Vilagos, hogy a végtelen rekurzio egy
izomorfizmust épit fel R és R’ kozott. O

Tehat mig eddig tigy beszéltiink univerzalis grafokrol, hogy egy univerzalis
graf, mostantol gy fogalmazunk majd, hogy az univerzalis graf. Felmeriil
azonban a kérdés, hogy nem beszéliink-e véletleniil a semmir6l, azaz 1étezik-e
egyaltalan univerzélis graf. A kdvetkezG pontban erre a kérdésre adunk igenls
valaszt.

4. Az univerzalis graf létezése

3. Tétel. Létezik olyan R grdf, ami univerzalis.

Bizonyitds. Rekurzivan megkonstrualjuk az R, Ry, ... véges grafokat. Alljon
Ry egyetlen csticsbol. Altalaban, tegyiik fel, hogy mar megkonstrualtuk az
R, 1 grafot, most megkonstrualjuk R,-et. Legyen minden R, _;-beli cstcs
R,.-ben is cstucs, kozottiik fussanak az R,,_1-b6l 6rokolt élek. Tovabba minden
U C R, részhalmazra vegyiink fel egy-egy 1j vy csicsot az R,,_i-beli cst-
csokon kiviil, aminek R, | cstcsai koziil pontosan az U-beliek a szomszédai,
az U-n kiviiliek nem-szomszédai. A vy alaku cstucsok kozott tetszélegesen
vehetjiik fel az éleket (pl. legyen mind &sszekotve). Igy kapjuk az R, grafot.
Legyen R = |J R,. Ennek van értelme: egy csics akkor cstics R-ben, ha
n=1

valamelyik R,-ben csics (ekkor onnantol kezdve mindben az), és két csics
kozott pontosan akkor fut él R-ben, ha valamelyik R,-ben fut koztiik él
(ekkor onnantdl kezdve mindben fut).

Allitjuk, hogy R univerzalis. Vegyiik ugyanis tetszéleges U, V véges, disz-
junkt részhalmazat a csiicsainak. Ekkor U UV benne van valamelyik R,-ben,
hiszen véges sok 1épés utan U UV minden csiicsa bekeriilt a konstrukcioba.
Ekkor R, .1-nek a vy csicsa megfelel: az U-beli csicsok szomszédai, a V-
beliek nem-szomszédai. U

A fejezetet egy feladattal zarjuk.



3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az univerzdlis grdaf izomorf a komplemen-
terével.

5. .JKonkrét” konstrukcidok

A 3. Tétel bizonyitdsa utan megmarad az a hidnyérzetiink, hogy bar a
bizonyitas konstruktiv, mégsem tudjuk egyszerre megadni az egész grafot.
Ebben a részben megadunk néhany egészen konkrét grafot, amelyek univer-
zélisak (ekkor egymassal, illetve a 3. Tételben konstrualttal izomorfak a 2.
Tétel szerint).

1. Konstrukcié. Legyenek a graf csicsai a pozitiv egész szamok. Két
csucs, r > y kozott pontosan akkor fusson él, ha x-nek a 2-es szamrendszer-
beli alakjaban a 2¢~!-nek megfelels helyiértéken (hatulrol szamitva az y-adik
helyen) 1-es all. Ez volt Rado konstrukcioja [4].

2. Allitas. Az 1. Konstrukeid sordn kapott R grdf univerzdlis.

Bizonyitds. Legyenek adottak az U = {y1,...,yx}, V = {z1,..., 2} disz-
junkt, véges részhalmazai a pozitiv egészeknek. Irjunk fel egy olyan x sza-
mot, melynek a 2-es szamrendszerbeli alakjanak héatulrél vett y;-edik jegye
l-es (1 <@ < k), a hatulrdl vett zj-edik jegye pedig 0 (1 < j < m), tovabba
minden y;-nél és z;-nél nagyobb. Ilyen szam nyilvan létezik. A teljesség ked-

] k 1+2k2 > zj
véért megjegyezziik, hogy az x = >_ 2¥~1 42 =t =1 " egy megfelels szam.

i=1
0J

2. Konstrukcié. Legyenek a graf cstucsai a 4k + 1 alaki primszamok.
Két ilyen csucs, p # ¢ kozott pontosan akkor fusson él, ha p kvadratikus
maradék (egy ¢-val nem oszthat6 szam négyzete) modulo ¢g. Ez a tulajdonsag
reflexiv, vagyis ha p kvadratikus maradék modulo ¢, akkor ¢ is kvadratikus
maradék modulo p. Ez az éllitas a kvadratikus reciprocitési tétel [3, 4.2.3
Tétel] kovetkezménye. A reflexivitasra sziikségiink van, hiszen p és g kozott
pontosan akkor fut él, ha g és p kozott fut.

3. Allitas. A 2. Konstrukcidval kapott R graf univerzdlis.

Bizonyitds. Legyen U = {p1,...,pm}, V ={q1,...,q.} a 4k + 1 alaku pri-
mek két diszjunkt halmaza. Olyan P primet keresiink, ami modulo py, ..., pm



kvadratikus maradék, modulo ¢, ..., ¢, kvadratikus nem-maradék. Ebbdl a
célbol minden p;-hez (1 < i < m) kivalasztunk egy a; kvadratikus maradékot
modulo p;, illetve minden g;-hez (1 < j < n) kivalasztunk egy b; kvadratikus

nem-maradékot modulo ¢;. Legyen N =4 (H pi) [T |- A kinai mara-
i=1 j=1

déktétel [3, 2.6.2 Tétel| alapjan van olyan ¢ maradék modulo N, amire t = 1
modulo 4, t = a; modulo p; és t = b; modulo ¢;. Ez a t relativ prim maradék
N-hez, igy a Dirichlet-tétel [5, 4.2 Fiiggelék| alapjan van olyan 4k + 1 alaku
P prim, melyre P =t modulo N. Ekkor P kvadratikus maradék modulo p;,
valamint kvadratikus nem-maradék modulo g;. [

Ezen konkrét konstrukciok tehat oly moédon realizaljak az univerzalis gra-
fot, hogy két cstics ismeretében meg tudjuk mondani, hogy van-e kozottiik él,
illetve diszjunkt, véges U,V csticshalmazokhoz tudunk talalni olyan csticsot,
ami az U-beliekkel 6ssze van kotve, a V-beliekkel nincs.

6. A véletlen graf

Most térjiink vissza a bevezetGben leirt szituacidhoz. Készitsiink el egy
végtelen véletlen grafot. Vizsgaljuk meg, mi kdze van ennek a véletlen grafnak
az univerzalis grafthoz.

Legyen U,V két véges, diszjunkt részhalmaza X-nek ugy, hogy [UUV| =
n. Ekkor z annak a valosziniisége, hogy egy rogzitett X \ (U U V)-beli
cstcs ,,j0”, vagyis minden U-beli csticsnak szomszédja, minden V-beli cstics-
nak nem-szomszédja. Vagyis annak valoszinisége, hogy ,rossz” (tehat nem

j0), 1 — 55. Ezek az események az X \ (U U V)-beli cstcsokra fiiggetle-
nek. Tehat (1 — %)k annak a valoszintisége, hogy k darab X \ (U U V)-beli

cstics mindegyike rossz. Igy az egy 0 valdsziniiségi esemény, hogy minden

X\ (UUV)-beli cstics rossz, hiszen limy_,o (1 — %)k = 0. Tehat 1 annak a
valoszintisége, hogy van jo csiics. Mivel a valaszthatoé U,V véges, diszjunkt
csicshalmazok szama megszamlidlhatoan végtelen, ezért szintén 1 annak a
valoszintisége, hogy minden U,V parhoz van megfelel§ csiics. Osszességé-
ben tehéat a véletlen graf 1 valdszintiséggel univerzalis. Ezt Gsszevetve a 2.

Tétellel a kovetkezot kapjuk.

4. Tétel (Erdgs-Rényi, [2]). Egy végtelen, véletlen grdf 1 valdsziniséggel
wzomorf az uniwwerzdlis grdffal. Két végtelen, véletlen grdf 1 valosziniséggel

7



izomorf eqgymdssal. [

Ujabb szokatlan jelenséggel talalkoztunk: a véges (legalabb 2-pontt) grafok
kozott nincs olyan izomorfia-osztaly, ami 1 valészintiséggel elGallna véletlen-
szeri élvalasztas esetén.

7. Kitekintés

Az univerzalis graf néhény tovabbi tulajdonsagarol — tartalmi és terje-
delmi okokbol — csak cimszavakban beszélhetiink.

Csoportelméleti vonatkozasként megemlitjiik, hogy az univerzilis graf
szimmetridkban rendkiviil gazdag. Példaul barmelyik éle atvihetd barme-
lyik mésikba egy alkalmas R — R izomorfizmus segitségével. Valojaban en-
nél sokkal t6bb is igaz: barmely véges része dtvihetG barmely véges részébe
egy R — R izomorfizmussal, feltéve hogy ennek nincs nyilvanvalo akadalya
(nyilvan a két véges résznek izomorfnak kell lennie egyméssal).

Nagyon érdekes az a modellelméleti tény, hogy ha egy (grafelméleti) allitas
igaz az univerzilis grafban, akkor ,majdnem minden” véges grafban igaz; ha
hamis az univerzalis grafban, akkor ,majdnem minden” véges grafban hamis.

Mindezekrdl (és még rengeteg egyéb kiilonlegességrsl) Peter J. Cameron
[1, 5. fejezet]| angol nyelvii konyvében olvashatunk.
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